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　　摘要: 利用矩阵的奇异值分解,讨论构造n阶中心斜对称矩阵M , C 和K , 使得二次束Q( ) = 2M + C +
K 具有给定特征值和特征向量的特征值反问题. 首先证明反问题是可解的, 并给出了解集 SMCK 的通式. 然后
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The Centroskew Symmetric Solution of the Inverse Quadratic
Eigenvalue Problem and Its Optimal Approximation
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Abstract: The inv er se eig envalue pr oblem of const ruct ing centr oskew sy mmetric matr ices M , C,
and K of size n fo r the quadrat ic pencil Q( ) =
2
M + C + K so that Q( ) has a pr escribed subset of
eig envalues and eigenvectors is considered by sing ular value decom posit io n o f m atr ix . It is show n that
the pro blem is solv able and the general ex pression of solut ion to the pro blem is pro vided. T he o pt imal
approx imat io n pr oblem associated with S MCK is posed, that is: to find the nearest tr iple matrix [M
~ , C~ ,
K
~] fro m SM CK . T he ex istence and uniqueness of the opt imal approx im ation pr oblem is discussed and
the ex pr ession is provided for the opt imal appr oxim at ion problem.
Key words : quadrat ic eigenv alue pr oblem ; centro skew sym metr ic matrix ; opt imal appro ximat ion;
singular v alue decom position
1　问题的提出
考虑由下面的二阶线性常微分方程所描述的系统
Mx + Cx + K x = 0,
其中 M , C, K ∈Rn×n为常数矩阵, x 为n维向量, x , x 的分量分别是 x 的对应分量对时间 t的二阶和一阶
导数.该系统的稳定性问题往往转化为如下二次特征值问题: 给定 n阶实矩阵M , C 和K ,求数 和非零
向量 x 使得
Q ( ) x = 0,
其中Q ( ) = 2M + C + K 称为二次束.数 和相应的非零向量 x 分别称为二次束 Q( ) 的特征值和特
征向量.
在工程技术, 特别是结构动力模型修正技术领域经常遇到上述二次特征值问题的相反问题(称之为
二次特征值的反问题) .对阻尼结构进行动力分析时, 应用有限元方法可得到系统的质量矩阵 M
~
, 阻尼
矩阵C~ 和刚度矩阵 K~ , 从而可得二次特征值问题和特征向量(振型) .但是有限元模型毕竟是实际结构系
统的离散化,并且在离散化过程中还必须对结构部件之间的连接条件、边界条件作力学上的简化.因此
用有限元方法模型作响应分析时往往存在误差.另一方面, 运用实测技术可测得结构的低阶(比如 m(m
≤n)个) 频率(即特征值 1,⋯, m)和相应的振型(即特征向量 x 1 ,⋯, x m) .一般地,有限元方法的计算结
果与实测结果之间存在差异.结构动力模型修正技术 [ 1] 利用实测模态数据对有限元方法所得的质量矩
阵 M~ ,阻尼矩阵C~和刚度矩阵K~ 进行修正,使修正的质量矩阵M ,阻尼矩阵C和刚度矩阵K 满足理论上
的谱约束条件,即
( 2iM + iC + K ) x i = 0( i = 1, 2, ⋯, m) ,







设 A = ( aij ) ∈ Rn×n, 如果




到中心斜对称矩阵. n阶中心斜对称矩阵的全体将记为 ACSRn×n .
R
n×m 表示所有 n × m 阶实对称阵集合, R n×mr 表示 Rn×m 中秩为 r 的子集, A + 表示 A 的
M oore-Penrose 广义逆, I k 表示 k 阶单位阵, Sk = ( ek , ek- 1, ⋯, e1 ) ∈R k×k,其中 e i为单位阵 Ik 的第 i列,
OR
n×n为 n阶正交矩阵的全体.设A , B ∈ Rn×m, A 与B 的内积定义为〈A , B〉= tr( BTA ) ,则由此内积导








对中心斜对称矩阵的最小二乘解问题已有研究[ 3- 4] .本文将讨论构造二次特征值反问题的中心斜
对称解的问题.中心斜对称的动力模型修正问题可表述为如下二次特征值反问题:
问题Ⅰ　给定 X ∈ Rn×m, ∈ Rm×m, 求矩阵 M , C, K ∈ ACSR n×n ,使得
MX
2 + CX + KX = 0.






















] - [M , C, K ]‖.
其中S MCK = { [M , C, K ] !MX 2 + CX + KX = 0, M , C, K ∈ ACSRn×n} 是问题Ⅰ的解集合.
2　问题 I 的解
首先讨论中心斜对称矩阵 ACSR n×n的结构.
令 k = [
n
2 ] , [ x ] 是不大于 x 的最大整数.
当 n = 2k 时,
D = 1
2
I k I k
Sk - S k
,　　D TD = I n. ( 1)




I k 0 I k
0 2 0
Sk 0 - Sk
,　　D TD = I n . ( 2)





T ,　　G ∈ R ( n- k)×k, H ∈ Rk×( n- k) .
这里当 n = 2k 时, D 取( 1) 式,当 n = 2k + 1时, D 取( 2) 式.
为研究问题Ⅰ的解的存在性及其解的结构,先考虑下面更一般的问题:
问题Ⅰ′　给定 X , Y , Z, N ∈ Rn×m,求 A , B , C∈ ACSRn×n使得
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其中U = [ U1 , U 2] ∈ OR3n×3n , U 1∈R 3n×r , V = [ V 1 , V 2 ] ∈ORm×m, V 1∈ Rm×r ,  = diag ( !1,⋯, !r ) , !i >






 - 1 0
0 0
U
T = V 1 - 1U T1 .
　　引理 2
[ 5]











解的充要条件是 N V 2 = 0.在( 4) 有解的情况下,其通解为







2 ,　 G ∈R
n×( 3n- r)
.





























i , 　i = 1, 2, ( 6)
其中 i = diag {!i1, !i2 ,⋯, !ir
i
} , !ij > 0, j = 1, 2,⋯, r i , i = 1, 2; U 1 = [ U 11, U 12 ] ∈OR3( n- k)×3( n- k) , U 11 ∈
R
3( n- k)×r
1, U 2 = [ U 21, U 22 ] ∈R
3k×3k
, V i = [ V i1, V i2] ∈ OR
m×m
, V i1 ∈R
m×r
i , i = 1, 2.则问题Ⅰ′有解的充
分必要条件是
N 1V 22 = 0且 N 2V 12 = 0.













T , ( 7)
其中





+ G1UT22 ,　　 G 1 ∈ R ( n- k)×( 3k- r2) , ( 8)







12 ,　　 G 2 ∈ R
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其中 A 2, B 2, C2 ∈R
k×( n- k)
. 当n = 2k 时, A 1, B 1, C1 ∈R
k×k



















Z = N , ( 10)
即
A 1X 2 + B1Y 2 + C1Z2 = N 1,　A 2X 1 + B 2Y 1 + C2Z1 = N 2 . ( 11)
所以问题Ⅰ′有解的充分必要条件是方程( 11) 有解[ A i, B i, C i] ( i = 1, 2) .由引理2知方程( 11)有解当且
仅当N 1V 22 = 0且N 2V 12 = 0.并且在( 11) 有解的情况下,其通解为( 8) , ( 9) .
定理 1表明问题Ⅰ总有解,形式的推导可证明其解的结构如下.











其中X 1 ∈ R
( n- k)×m

















i ,　i = 1, 2, ( 13)
其中 i = diag {!i1, !i2 ,⋯, !ir
i
} , !ij > 0, j = 1, 2,⋯, r i , i = 1, 2.设U 1 = [ U 11 , U 12] ∈OR 3( n- k)×3(n- k) , U 11
∈ R
3( n- k)×r
1 , U 2 = [ U 21, U 22 ] ∈R
3k×3k
, V i = [ V i1 , V i2 ] ∈OR
m×m
, V i1 ∈R
m×r
i ,则问题Ⅰ的解M , C, K ∈
ASCRn×n存在,且其通解为











0 D T 0
0 0 D T
. ( 14)
其中G 1 ∈ R ( n- k)×( 3k- r2) , G2 ∈ Rk×( 3( n- k) - r1) 是任意的,
P =
0 0 0 I k 0 0
I n- k 0 0 0 0 0
0 0 0 0 I k 0
0 I n- k 0 0 0 0
0 0 0 0 0 I k
0 0 I n- k 0 0 0
.
　　现给出求解问题Ⅰ的数值算法.












[M~ , C~ , K~] 在 SMCK 中有惟一的最佳逼近[M , C , K ] .





































[M , C , K ] = D

















　　证明　对任意[M , C, K ] ∈ S MCK ,有











0 D T 0
0 0 D T
, ( 17)
则










0 D T 0













































12 - G1U T22 2 + A
~








显然当 G1 = A~ 12U 22 , G2 = A~ 21U 12 时,‖[M~ , C~ , K~] - [M , C, K ]‖达到最小值. 由式( 17) 得到式( 16) .
现给出求解问题Ⅱ的数值算法:







3. 对给定的 M~ , C~, K~ ,由式( 15) 计算 A~ 12 , A~ 21;
4. 由式( 16) 计算 M , C , K .
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